Integration complexe 

Definition. La representation parametrique d’une courbe ou chemin C dans le plan 
complexe est donnee par : 

z(t ) = x(/ ) + iy{t), a < t < b. 

La courbe (ou chemin) C est continue si les fonctionsx(/) ety(r) d z [a, b] -* R 
sont continues . 

La courbe (chemin) C est de classe C' (lisse) si les fonctions x{t ) et y{t) 
de [a, b} -*■ R sont de classe C' , c-a-d les derivees;t'(/),y(/) sont continues. 

Une courbe peut etre representee dans R 2 par Pequation parametique : 

(x(t),y(t)), a < t < b. 

Si la courbe C est lisse, le vecteur (x' {t), y' (t)) est le vecteur tangent a la courbe 
au point (x(t),y(t)). 

Exemple.l) La courbe representee par le graphejy =J{x), x g [ 0,6] a pour 
representation parametrique: 

{t,f(t)),a < t < b . 

Si C est lisse, le vecteur tangent est donne par: (1, /(/)). 

Parexemple : le chemin y = x 2 , t e [0,2] a pour vecteur tangent (l,2r). 

Illustration 



Exemple.2) Le cercle trigonometrique C d’equation x 2 + y 2 = 1 est 
represente par : l’equation parmetrique (cos(r),sin(r)), t e [0,2 n]. 
Le vecteur tangent est donnee par : (-sin(/),cos(t))- 

Illustration 



Dans C, le cercle est represente par : z(6) = cos(0) + /sin(0) = e' 0 , 0 < 9 < 2n. 

Integrale curviligne d’un champ de vecteurs. 



Introduction 



21 



On considere un champ de vecteurs F(x,y ) = (M(x,y),N(x,y)) = M(x,y)i + N(x,y)j 
ou / = ( 1 , 0), j = (0,1) est la base canonique de R 2 , M(x,y ) et N(x,y ) sont deux 
fonctions numeriques continues dans une boule ouverte. 

Le travail w associe a un deplacement d'un point A a un point B d'une force 

constante F est determine par: w = ^ F,AB \, lc porduit scalaire de la force F 

» 

par le vecteur A B. 

Soit maintenant C une courbe determinee par une representation parametrique: 

r(t) = (x(t),y(t)), a < t < b. 

Si C est une courbe lisse, par exemple les fonctions x(t) ety(t) de classe C 1 , 
et F(x,y) = (M(x,y),N(x,y)) une force variable. 

On voudrait calculer le travail de la force F associe a un deplacement le long 
de la courbe C du point A = au point B = ( x(b),y(b )). 

Le long de cette courbe, la force F est determinee par le champ de vecteurs : 

F{x{t),y(t)) = M{x(t),y{t))i + N{x(t),y(t))j, a < t < b. 

On considere alors une partition ( subdivision) de 1’ interval le [a,b], 
a = to < t] < < t„ = b. 

Soient P / _i(x(/,-i),>’(0-i)) et P,(x(/‘,), y(/,)) deux points de la courbe C, et le vecteur 

P i-i 1 ),y(ti - 1 ))Pi (x(tj),y(ti)) = ( x(tj ) - x(ti- 1 ))/ + Cy(//> -y{ti-\ ))j ( 1 ). 

Les fonctions x(t), y(t ) sont de classe C 1 , donc, d'apres le theoreme' 
des accroissements finis, il existe deux nombres c,, di dans ]a, 6[ tels que: 

x(t i) - x(t i-\) = x'(c,)(/, - 1 i- 1) et y (t i) -y(ti-\) = y'(dj)(ti - 



En rempla9ant dans (1), on obtient alors : 

P/-i (x(ti-i ),y(h-i))Pi(x(tj),y(ti)) = ( x\c,)i +y'(dj)j)(t, -tj - 1 ). 

Pour chaque / = 1 , , n, on considere alors le vecteur constant: 

F,- = M(x(Cj),y(Ci))i + N{x{d,),y(d,))j\ 

comme une approximation de la force F(x(t),y(t)) le long de la courbe Cdu point 
P,- 1 au point P,. On obtient alors une approximation du travail de la force F(x(t),y(t)) 
le long de la courbe C du point P,_ i au point P„ par la formule: 

Aw, = (M(x(ci),y(ci))i + N(x(di),y(dj))j\(x'(Ci)i +y’(d i )j)(t l - /,_,)) 

= M(x(c,),y(Ci))x'(Ci)(t, - ti-\ ) + N(x(d i ),y(d l ))y'(d l )(l l - ). 

Par consequent la somme : 

Sn = Ew A *(x{ct),y(c,))x\c,){ti - ti - 0 + N(x(di),y(d i ))y l (d l )(t i - t t - ,), 

est une approximation du travail de la force F associe a un deplacement le long de 
la courbe C du points = (x(<3),_y(a)) au point B = (x(6),> , (6)). 

On remarque alors que la somme S„ est une somme de Riemann de la fonction 
integrable : 
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W) - (F(x(t\y{t)), r' (0) = M(x(t),y(t))x ' (/) + A((jc(f),Xf))/M. 

Quand n -*■ oo;on obtient l’expression: 

F = J' A(/)flSf = \ b a {M{x{t),y{t))x'{t) + N(x(t),y{t))y'{t))dt. 

On definit alors l'integrale curviligne de la composante tangentielle: 

Definition . Soit C une courbe definie par I’equation parametrique: 

r(t) = (x(t),y(t)), a < t < b , les fonctions derivees.r '(t), y >(t) 
sont continues. 

On definit l’integrale curviligne de la composante tangentielleA/(x,j;>£t + N(x.y)dy 
d un champ de vecteurs l'(x,y>) continu le long de la courbe C par fexpression: 

j\, M(x,y)dx + N{x,y)dy = \\M{x(t),y(t))x'{l) + N(x{t),y(t))y\t))dt 

= \ h a (F{r{t),r'{t))dt. 

ou F(r{t).r'(t ) designent le produit scalaire usuel dans R 1 . 

Cette integrale est aussi notee J F. dr. 

Exemple . Un objet se deplace le long de la parabole (t, t 2 ) du point/i(-l. 1) 

au point 5(2,4). 

Determiner le travail total de la force F(x,y ) = (x 2 + y 2 ) i + 3 x 2 yj, le long de 
la courbe C. 



L’equation parametrique de la courbe est donnee par r{t) = (t, t 2 ). Au point A, on a 
t = -\,t 2 = 1 , et au point B, on a t = 2, t 2 = 4, donc -1 < t < 2. 

On obtient alors: 



w= = {{t 2 + t A ){\) + 



-D' 



2 +f + 



6t 5 )dt= A 



i 

t 5 


3 5 



n 2 



+ V 



_ 363 



-i 



Considerons maintenant un champ de vecteurs dans R 3 : 



F(x,y,z) = M(x,y,z)i + N(x,y,z)j + R(x,y,z)k 

ou / = (1,0, 0 )j = (0, 1 , 0) et k = (0, 0, 1 ) est la base canonique de R 3 . 

Les fonctions M{x,y,z ) , N(x,y,z), R(x,y,z ) sont des fonctions numeriques 
continnues dans une boule ouverte deR 3 . La courbe C est determinee par 
l’equation parametrique: 

K0 = (x(l),y(t),z(t)),a < t < b, 

les fonctions x{t), y(t),zt z{t ) sont des fonctions de classe C 1 . 

Alors, on definit de la meme fafon, f integrale cuviligne de la composante 
tangentielle M(x,y,z)dx + N(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz du champ continu de vecteurs 




F{x,y,z) le long de la courbe C par : 



J c M{x,y,z)dx + N(x,y, z)dy + R(x,y,z)dz = }*(F(r(/), r'{t))dt 

= \ b (M(x(t),y{t),z{t))x'(t) + N{x{t),y(i),z(t))y' (i) + R(x{t),y(t),z(t))z\t))dt. 

J a 



(F{r(t),r' (/)} ou F(r(t).r'(t ) designe le produit scalaire usuel dans R\ 

Exemple. Si on considere la courbe C: r{t) = ( t , t 2 , / 3 ), 0 < t < 1, 

et le champ de vecteurs F(x,y,z ) = (e x ,xe z ,xsm(ny 2 ) alors lMntegrale curviligne : 



f M(x,y,z)dx + N(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = f (e' + te l \2t) + t $,\n(nt A ){3t 2 ))dt 
* C J 'J 

= [e' + y e ' 3 - ^cos(^ 4 )] 



+ — e 1 * - - 2 - 
" 4 n 

= 5. e _ 5, _3_ 

3 3 2tt' 



i 

o 



PfOpOSition Si la courbe est definie par des morceaux d’arcs lisses 



C\, C 2 , ,C„ alors : 



f F.dr = V" , f F. dr. 
J C z—‘i=\ J C/ 



Exemple Calculer l’integrale curviligne : j 4 xydx + (2x 2 - 3 xy)dy 

le long de la courbe C definie par: le segment Ciqui relie les points (-3,-2) et (1,0) 
et 1’arc C 2 du premier quadrant du cercle x 2 + y 2 = 1 oriente dans le sens contraire 
des aiguilles d’une montre. 



L’equation de la droite qui passe par les points (-3,-2) et (1,0) est donnee par - 
x = 1+2 y, donc on peut representer le segment C 1 par : r{t) = (1 + 2 1, t), 

-2 < t < 0. 

La courbe C 2 est representee par: x = cos(t) y = sin(/) 0 < t < -y. 

Illustration 



Calculons l’integrale curviligne le long du segment C\. 
f „ Axydx + (2x 2 - 3 xy)dy = f° ,(4(1 + 20(0(2) + (2(1 + t) 2 - 3(1 + 2t){t)(\))dl 

•'C 1 J “2 

= J° 2 (18/ 2 + \3t + 2)dt = 26. 

Calculons l’integrale curviligne le longde l’arc C 2 . 

[ 4 xydx + (2x 2 - 3 xy)dy 

Cl 

= f 2 (4(cos(?)) sin(/)(-sin(r)) + (2(cos 2 (/) - 3(cos(/)sin(t)(cos(/)))rf/ 

, i 

= J q 2 (-4(cos(t)) sin 2 (t) + 2cos 3 (t) - 3cos 2 (0sin(0)<# 

= f 2 (-4(cos(/)) sin 2 (r) + 2cos(t)(l - sin 2 (/)) - 3cos 2 (/)sin(t))^ 

- f 2 (2cos(/) - 6(cos (/)) sin 2 (t) - 3cos 2 (t)s\n{t))dt = -1. 

J 0 

D’apres la proposition, on a: 

J Axydx + (2x 2 - 3 xy)dy — 

J c 4xydx + (2x 2 - 3 xy)dy + J c 4 xydx + (2x 2 - 3xy)dy = 26-1 = 25. 
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Independance d’ une integrale curviligne par rapport au chemin. 



Theoreme. Soit F un champ de vecteur qui derive d’un potentiel/ R 2 -*■ R, 

y/ = F dans une boule ouverte U. 

Alors la valeur de l’integrale curviligne j ,F.dr est la meme pour toutes les courbes 
lisses C dans U reliant deux points A et B: 



\ c F.dr=J{B) -AA). 



Remarque : Si F est un un champ de vecteur qui derive d’un potentiel /alors 

v/- ( = F(*,y) - (M(x,y),N(x,y)). 

Si F(x,y ) = ( M(x,y),N(x,y )) de classe C', alors F derive d’un potentiel/ si : 



dM(x,y) = d 2 Ax,y ) = d 2 f{x,y) = dN(x,y ) 
dy dydx dx8y dx 

Donc un un champ de vecteur F{x,y) = (M(x,y),N(x,y)) de classe C' 
derive d’un potentiel f si : 



dN{x,y) 


dM{x,y) 


dx 


dy ■ 



Esquisse de Ia demontration dans R 2 : 



Soient F{x,y) = (M(x,y),N(x,y)') un champ de vecteur et A x ,y) un champ scalaire 
tel que: V/(x,>>) = F(x,y) = (M(x,y),N(x,y)). 

Soit C est une courbe lisse qui relie le point/1 = (x(a),y(a)) au point 
B = ( x(b),y(b )) determinee par la parametrisation r(t) = (x(t),y(t) 

Si on considere la fonction g(t) = Ax{t),y(t), en utilisant Ia regle de chaine 
( composition), on obtient: 

/ Ax(t),y(t )) = M(x,y)Ak. + Af(x, / = g' (t) 

et donc, 

dAx(t),y{t)) = ( [ M{x,y)^ + A/v, >>)/// = g'(t)dt 

dA x (t),y{t)) = M(x,y)dx + N(x,y)dy = dg = g'(t)dt. 

Par consequent: J M{x,y)dx + N{x,y)dy = f b g' (t)dt - g(b ) - g(a) 

= Ax(b),y(b ) ~Ax(a),y(a ) 

= AB) -AA). 

Exemple . Calculer \ (y 2 + 2x + 4)dx + (2xy + 4 y - 5)dy, 

V- 

ou C est une courbe lisse reliant les deux points (0,0) et (1, 1). 
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Le champ de vecteurs O 2 + 2x + 4)/ + (2xy + 4 y- 5) j derive du potentiel 

J{x,y) = y 2 x + x 2 +4x + 2 y 2 - 5y (a verifier). 

Donc, J c (y 2 + 2x + 4 )dx + (2 xy + 4 y - 5 )dy ~J{ 1,0 -/(0, 0) = 8-5 = 3. 

Verifier ce resultat en utilisant la courbe y — x. 

Exemple . Calculer f c (e~ y - 2x)dx - (xe~ y + sin(y))r/y, ou C est une courbe 
lisse determinee par: r{t) = ncos(t)i + n sin(/)/, 0 S t < y- 
La courbe C relie les deux points r(0) = (^,0) et K y ) = (0,7r), le champ 



de vecteurs ( e y — 2 x)i — (xe ' + si n (y))/ derive du potentiel . 

J{x,y) = xe~y -x 2 + cos (y) ( a verifier). 

Donc: 

f ( e -y _ 2x)dx - (xe~ y + sin(y))c/y =f[0,n) -J{n, 0) 
c = cos(tt) - (n - n 2 + 1 ) = n 2 - n - 2 




Exemple . Calculer 

J ( e* sin(z) + 2_yz)<£c + ( 2xy + 2 y)dy + ( e x cos (z) + 2xy + 3z )dz, 

ou C est une courbe lisse reliant les points (0,0,0) au point (l,-2,7r). 

Le champ de vecteurs le champ de vecteur. 

(e x sin(z) + 2 yz)i + ( 2 xy + 2 y)j + (e x cos (z) + 2xy + 3 z 2 )k 
derive du potentiel J{x,y,z) = e x sin(z) + 2 yzx + y 2 + z J + c. (a verifier). 

p 

Donc, [ (e x sin(z) + 2 yz)dx + ( 2xy + 2 y)dy + (e x cos (z) + 2xy + 3z 2 )dz 
= /1,-2 ,n) -J0,0,0) = n 2 -4k + 4. 

Exemple . Soit F{x,y) = (e~ y - 2x,-xe~ y - sin(y)), determiner/(x,y) tel que 

(1) Vffr,y) = F(x,y) = (e~ y - 2x,-xe~> - sin(y)). 



On a 



d M{x,y) y 
dy 



d N(x, y) donc p d ^ r j ve j’ U n potentiel/ 
dx 



L’egalite (1) implique: (2) _ M(x,y) e } 2x 

et (3) = -xe~ y - sin(y). 

En integrant l’equation (1), on obtient: 

J{x,y) = J M(x,y)dx = f(e~ y - 2 x)dx = xe~ y - x 2 + h(y); 

h est une fonction qui ne depend que de la variable y. En derivant par rapport a y, 
on obtient: 



= - xe -r + h'(y) = -xe~ y - sinCy) 
dy 

h(y) = cos (y) + c. 



h’ (y) = -sin(y) 
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/ 
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Par consequent: f(x,y) = xe y - x 2 + cos(y) + c. 

Considerons maintenant trois fonctions M, N, et R de trois variables telles que : 



gradif) = Vftx,y,z) = (M(x 9 y 9 z) 9 N(x 9 y 9 z) 9 R(x 9 y 9 z)). 

Donc, on a : 

(1) = Mw), (2) , Mw ),(3) Mgiil . * (w) . 



dx 



dy 



Si la fonction / est de classe C 2 , de (1), (2) et (3) , ona: 



d M 


d 2 fix, y, z) 


DN 


dy 


dydx 


dx 


d M _ 


d 2 fix, y, z) 


DR 


dz 


dzdx 


dx ’ 


d R 


d 2 ./{■ x,y, z) 


DN 


Dy 


dydz 


dz ‘ 



Par consequen F(x 9 y 9 z ) = (. M(x 9 y 9 z) 9 N{x 9 y 9 z) 9 R{x 9 y 9 z )) derive ^'un potentiel/ 
si : 



d M 


DN 


dy 


dx 



d M 


DR 


dz 


dx 



DR 


d N 


dy 


dz - 



, / 



Exemple . Soit F(x 9 y 9 z) = (e*sin(z) 4 - 2yz 9 2xz + 2y,e x cos(z) + 2xy -f 3z 2 ), 



(1) Vf(x 9 y 9 z) = F(x 9 y 9 z). 



determiner j{x 9 y 9 z) tel que : 

L’egalite (1) implique: 

(2) = M{x,y,z\ (3) ~ = N(x,y,z),( 4) d J {x ' y ' z) 



dx 



dy 



dz 



= R{x,y,z ) 



En integrant l’equation (2), on obtient : 



J{x,y,z) = J M(x,y)dx = e x sin(z) + 2 yzx + h(y,z); 



h est une fonction qui ne depend que des variables y et z. En derivant par rapport a y, 
on obtient: 

Srtw) _ e , sin(2) + . 2^ z + 2y => = 2v 



dz 



h(y,z) = y 2 + g(z). En derivant par rapport a z, on obtient: 



dy 



dy 
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d.f{x,y) 

dy 



= e x cos(z) + 2 xy + g' (z) = e x cos(z) + 2xy + 3z 2 



=> g 7 (z) = 3z 2 et donc g(z) = z 3 + c. 

Par consequent: J{x,y,z) = e x sin(z) + 2yzx + y 2 + z 3 + c. 



Integrale curviligne complexe. 



Definition. Soit C une courbe (chemin) dans le plan complexe C, 
j\z) = u(x,y) + iv(x 9 y) une fonction complexe. L’integrale curviligne 

de f sur C, est notee : I* j\z)dz. 

j C' 



Si la representation parametrique d’ une courbe ou chemin C dans le plan 
comp!exe est donnee par : 

z(/) = x(t ) + iy(t), a < t < b. 



Donc, 



dz = dx 4- idy. 

\ c A z ) dz = l c ( u (x,y) + iv(x,y))(dx + idy); 



\ c {u(x,y)dx - v(x,y)dy + i(v(x,y)dx + u{x,y)dy ); 



J c u{x,y)dx - v(x,y)dy + i \ ( ,{v{x,y)dx + u(x,y)dy. 

j c (u(x,y)dx - v(x,y)dy;\ c (v(x,y)dx + u(x,y)dy) 
des integrales curvilignes dans R 2 . 

On obtie nt alors : 

\ o f\z)dz = J c u{x,y)dx - v{x,y)dy + i\ c (v{x,y)dx + u(x,y)dy. 



Si la fonction complexe /(z) = u(x,y) + iv(x,y ) est holomorphe alors les conditions 
de Cauchy-Riemann sont verifiees 

du(x,y) _ dv(x,y) 

dx dy U ' 

du{x,y ) = dv(x,y) 

dy dx 1 h 

«p' 



Par consequent les champs de vecteurs (u(x,y),-v(x,y)), {v(x,y),u(x,y)) 
decoulent d‘un potentiel; on obtient le theoreme suivant : 



Theoreme 1 I Si la fonction A z ) est une fonction holomorphe sur un domaine 
connexe D. Alors, pour tout chemin lisse C joignant deux points z\,z 2 , on a : 



\ c A z ) dz = \ Z ;A z )dz = F(z 2 ) - F(z i ) , 
la fonction complexe F(z) est holomorphe telle que F' (z) = /(z). 
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Remaraues: , , , , 

1) Ce theoreme generalise le theoreme fondamental de calcul : 

\ b Kx)dx = F(b) - F(a), F'(x) = 

le domaine est un intervalle [a, b]. D eut 1’ 

2) Dans le cas omplexe, le domaine est connexe, 

comme reunion de deux ouverts disjoints. 

Exemples: ^ 

D \^z 1 dz = [£-Vo +i = T d + *') 2 = 3 + ‘J' 

2) f' cos (z)dz = [sin(z)]^' = 2sin(/;r) = 2/sinh(w). 

3) t^eidz = [2ef]Ulf = 2(e 4 -^ -e A ^) = 0 (pourquoi?). 

Theoreme2: Soit C une courbe lisse d’equation parametnque 

z(t) = x(t) + MO. a<t<b. . 

Si la fonction/z) est une fonction continue sw CAlors : 



En effet 

j*y(z(0)z'(0^ = + l ' v (*>>0)(*'(0 + *>' 

a = | (w(x,y) + iv(x,y))(dx + /<fy) 

= £ KOcoOtk - v(x, 7 )c?>' + i f c (v(x,y)^ + u(x,y)dy 
= 

«l2on /(z) n’ est pas holpmorphe , on utilise le theoreme (2) 
Exemples: 1) Calculer J c *•, C : le cercle trigonometnque * +7 
C : z(0 = cos(0 + /sin(0 = 0 < r < 2ir, z'(0 = -sin(0 + icosCO - 

= lw = e_ "’ r2 * . f 2* , _ . 0 

| c /(z)r/z = J Q = * j 0 ch - l2K ' 

2) Calculer J^Re( z)dz, C : C i U C 2 , 

Ci :Le segment reliant les points 0 et 1, 

C 2 • Le segment reliant les points let 1 + 2i. 

La repr6senation^parametnque * = ^ = (> 0 < , < , . , 

U represenation - *C0 - U » < < < 2. 

J c Re(z)ofe = J C] Re(z)r/z + J Cj Re(z)rfz; 

i> + i>-i +<2 * 

Exercice: 

27t/ si m = -1 



Demontrer que j c (z - zo)" ! ^ z - 



0, si m =£ -1 , m e Z. 



C : cercle de centre zo et de rayon r., 

.4* * 



Defmitions : 
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C est un chemin reliant deux points A et B est ferme s\A = B. 

C est chemin simple s’ il ne contient pas de points doubles,triples,etc... 



* 



^ a i 

.. v C c s *r y $ 



Si C est ferme, on note jf{z)dz. 



c 



i. 



Illustrations. 

Theorerne d’integrale de Cauchy: 

Si la fonction est holorphe sur un domaine simplement connexe D, 
C est une courbe simple fermee dans D. Alors : 

kf[z)dz = 0. 



X 



9. 



c 



Exemples :1) 



0,0 -O 'i 



r o 



f , \ , 

X iS : c \ 
o W ^ 



r P . 

-■ \ \ 



! \ J 
« f A 



j cos {z)dz = 0, 
c 

e z dz = 0, 






/A 






6 



^ v <3^'" 

, .V 



) 

c% 






c 



^ z n dz = 0; « = 1,2, — 



c 



A 



C n’importe quel chemin simple ferme dans un domaine connexe. 

2) Si C est le cerle trigonometrique, C est une courbe simple fermee, 

§~zdz = j 2 J idt = ilit\ 
c 

car la fonction/(z) = T n’est pas holomorphe en 0 contenu dans le disque D. 

Remarque. L’integrale j>f(z)dz peut etre egale a 0, meme si la fonction 

c 

n’est pas holomorphe sue D. 

Exemple: f ±dz = 0. C un cercle de centre 0. La fonction ±. n’est pas 



C 



holomorphe sur le disque D de centre 0. 

Independance du chemin. 

Theorerne. Soientzi etz 2 dans le plan complexe C. 

Si/(z) est holomorphe sur un domaine D simplement connexe, alors Pintegrale 
ne depend pas du chemin simple rejoignant z\ a z 2 . . 

Si Ci :chemin simple rejoignant zi az 2 , C 2 chemin rejoignant z i az 2 : 

\ c fe)dz = \ c J[z)dz. 

Demontration: Ci :chemin simple rejoignant zi az 2 

- C 2 :chemin inverse de C 2 simple rejoignant z 2 azi. On a : 

\ c Az)dz = -\_ c fe)dz 

Si Ci et C 2 ont seulement zi et z 2 en commun, alors Ci U -C 2 est une courbe 
simple fermee, d’apres le theorerne, on a : 

Ic,u-c/ z) ^ = 0 

\ c Az) dz + \_ c fe)dz = 0 

L A*)dz = - J J{z)dz = J f[z)dz. 
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Si Ci et C 2 ont plusieurs points d’intersetion commun , on peut utiliser 
des subdivisions. 

Illustrations, Exercices et commentaires. 



1 ) Calculer f e 2z dz\ C le segment joignant les points ni a 2ni. 

J * C tv -i } > t’ \ M* ' 

C’-'S t . vjr- i £ 1* ' 'l J} I _ -* ! *■ ' r~» 

V^ v,, " A v ) „ -e ! > - c 

J £ ^ ‘ - — -S-. i T? v 



- * • 

& • s O 



<?"'• r 

C ■ " '3 l, 

2) Calculer i' (z + 4-)cfe; C le cercle unite oriente positivement. &■' ,/r ' 'P' 

c a 4 - ' 

-j c a ^ 



^ f * * 

•>, ' ? • • ■* 
/• ^ . •' 



3) Calculer f, ^ 7 — <*; C le segment joignant les points ~ a -jf 

•'C COS 2 (z) H H 



i jn-i 

L ^ ' 



4 ) Calculer f ze^dz-, C le segment joignant les points / a 1 

y C / , 1* v r> ^ 

t* 

v'/ 

d 



S.-*- 



F y 4 ? - -n°' • 



' ,u 



ci * e* v .« r 



X - 



A 



C 



Theoreme (Formule de Cauchy); 

Soit une fonction holomorphe/O) sur un domaine simplement connexe D, 
pour tout z 0 dans D et toute courbe fermee entourant zo alors': 




La courbe C est orientee p ositivement ( dans ce cas le sens contraire d’une montre) 




Esquisse de la demonstration: 

f M* - m f ^ 



C 



f iA^ - j 



C 



c 



Exemples: 

1 ) I - g Ofe - = 2nie 2 ,C n’importe quelle courbe fermee entourant z = 2. 

w 2 2* r' 

2 ) j - f - [ #1 -iu = f - «*'• 



v \ 






/ 



C n’importe quelle courbe fermee entourant z = -j, orientee positivement. 



3) Calculer f 



z 2 + 1 



J z* 
c 



dz sur C : |z - 1 1 = y orientee positivement. 



° na : ffrr r^ = fy: 



z 2 + 1 



DO+i) 



d. 



' z = j 



Z 2 + 1 

O+i) 

0 - 1 ) 



dz. 



c c ■ 2 C 

-1 n’appartient pas a D; donc la fonction _ + ^ ■ est homorphe sur D : 

De plus C entoure l,et on a : 

z 2 + 1 



1 



1 



dz = 



z 2 + 1 

0 + 1 ) 



9iff = 2 ni. 

*7= 1 









.X * 

iJ \ V' *V •" 



C 



r 









t- > 

W* 



* am 



K ■} 



J \ 

• cT 1 i 

v \ 5 

i 



/? f» i 

t '■ 



.-v • ' \ 

p>- * „ v > : 



1 



6 






(9 a , ■ 



( Z'’’ 



v >’ ■ 



Exercices : 

1 ) Calculer | 4 ^t^ ; l z " 1 > = 2 orient<§e P ositivement 



C 



2 ) Calculer j -3A-JZ; ! z ! = 1 orient ® e P ositivement 



C 



3 ) Calculer f -Ar ; I* + 1 1 = 1 orient6e P ositivement 



z 2 - 1/ 

C L' 



v 



4) Calculer f l^+ 2 'l - ^ orientee positivement. 



! U 






\ 'l 



C 



5 Calculer | sin (z)rfe . ^ = 3 orien tee sens contraire de la montre 
' J z 2 — 2 /z 



0 



~ 7 n 

U' 



C 



et j z j _ \ orientee meme sens de la montre . 

Theoreme (Formule des derivees de Cauchy). 

Soit une fonction holomorphe/z) sur un domaine simplement connexe D, 



ses derivees d’ordre a *unt holomorphes alors_: 




a 



r? - 

! .A' - O. 



D 



C. 






^ .A 4 X ** 

V.r j *• <•" 



La courbe C est orientee positivement 

Exemples : 

r cos {z)dz_ = prc/cos'Cz)]^ = - 2 */sin 0 r 0 = 27 rsinh( 7 r), 

; J (z - ot ) 2 

C n’importe quelle courbe fermee entourantz = 7 ti.(C orientee positivement). 

2 ) j z 4 - 3 zLtL dz = [/r z (z 4 - 3 z 2 + 6)" ] z=/ = [7n(12z 2 - 6)] z=( . = -lSni. 

C ^implle'puelle courbe fermee entourantz = /.(C orientee positivement). 

3 ) 



u' 



flTZ 



C 



(z - 1 ) 2 0 2 + 4 ) 



Jz = 






e z (z 2 + 4 ) - g- 2 z . 
2?n( (z 2 + 4 ) 2 j 



N 



I 

{/ 



.• ^ J 

r / - 

/ ? 

' 



E 






\ \ 






z== 1 



_ 6e;r 

“ 25 



C n’importe quelle courbe fermee entourant z = 1 ,± 2 / a l’exterieur du domaine. 
(C orientee positivement). 



•i _ L 

t' 

\J 



<1 

f 

't' 



M 



m A 

' Y\ r 

,4 , 



Exercice : 



1 ) Calculer | ^ ^ C : i z i 



= 5 , |z 



o 

j 



c 



2- orientee positivement. 



O > 



."'j 

1 



v <* 

1 



V 



V N 
/ ' 



i C 






32 



SERIES NUMERIQUES 

Suites reelles (Quelques rappels). 






Definitions et exemples. 

- Une suite numerique reelle est une application de Ndans R qiron note: 
) (v„) m=/v> — ; u n est appele le n teme terme de la suite ( u„ ). 

Exemple : La suite (-—)„>! est une suite infinie 1 T’ T T’ 



- Une suite numerique ( u n ) converge vers / si et seulement si : 

\/s > 0, 3Af, V/? g N, (n > M => |w„ - /| < s). 



On note : lim„_«oW ff = /. 



Exemple : lim 



n' 



n-+o o 



3 / 7 ' 



= 1 

3 



lim 



sin(/?) 



n~*o o 



/7 



= 0. 



- Si une suite («„) ne converge pas, on dit que la suite (u„) est divergente. 

- Une suite ( u„ ) est dite majoree s'il existe A e R tel que Vn e N, u„ < A 
A est appele un majorant de la suite («„). 

- Une suite (w„) est dite minoree s’il existe B e R tel que e N,u„ > B 
B est appele un minorant de la suite («„). 



- Une suite numerique (m„) est dite bornee si et seulement si el le est majoree 
et minoree. 



(««) est bornee o 3 A, V« e N, I u n\ — A. 



Proposition. 



Toute suite convergente est bornee. 



Exemple. La suite geometrique ( r n ) converge si et seulement si |r| < 1 our 

Si \r\ < 1 alors lim^-^r" = 0. Si r — 1, la suite est stationnaire. 

- Une suite ( u n ) est dite croissante si et seulement si V/? g N, u n < u n+ \ . 

- Une suite ( u n ) est dite decroissante si et seulement si V /7 g N, u n + < u n . 

- Une suite (u„) est dite strictement croissante si et seulement si V/? g N, 

U n < Un + 1 • 

- Une suite (u n ) est dite strictement decroissante si et seulement si Vw e N, 

Mn+ < Uri' 

- Une suite (u n ) est dite monotone si et seulement si ( u n ) est croissante ou (; u „ ) 
est decroissante. 



Theoreme : 

Toute suite reelle croissante et majoree est convergente. 
Toute suite reelle decroissante et minoree est convergente. 



Exemple . La suite u n ~ 1 — JL est croissante et est majoree par 1 
la bome superieure; u n — 1 — jj- converge vers 1 . 

Toute suite reelle croissante non majoree converge vers oo. 

Toute suite reelle decroissante non minoree converge — oo. 
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Series numeriques reelles. 



Deflnition : Soit ( u n ) une suite numerique reelle infinie, la somme infinie : 

U o + ll i -h U 3 +.. 

est appelee serie numerique de terme generale u n qu"on note : y/* Q u n . 

La suite definie par S n = £L Uj — u\ + U2 + ii 3 + +u n est appelee la n ieme somme 

partielle de la serie. 



Deflnition : La serie numerique y^ Q u„ est dite convergente et y” Q u n = S si 

la suite des sommes partielles ( S n ) converge vers 5 ( lim„_o 0 5 , „ = S'). Si la suite S n 
est divergente alors la serie est dite divergente. 



Exemples :1) La serie numerique y ^ =Q ar n est appelee serie geometrique, 

a ^ 0. 

La serie geometrique y” Q ar" est convergente <=> |r| < i et y* Q ar” = ^ . 

On a S n = a + ar + ar 2 +. . . +ar ” , si r = 1 , SVi = (« + 1 )a di verge. 

Si r =£ 1 , 

S n ~ rS n = (a + ar + ar 2 +. . . +ar") - (ar -f ar -f ar 2 +. . . +ar" +1 ) 

(1 -r)S n = a - ar n+[ 
a(l — r" +1 ) 



S n = 



1 



Par consequent, la suite S n diverge si |r| > 1 et converge vers ■ 



si |r| < 1 . 



La serie y ^ Q 2(*y )" converge vers 



1 - 



1 



3. 



2 ) 



Si \x\ < 1 alors la serie geometrique y^ =0 *" = —J — 

i x 



Si \x\ > 1 alors la serie geometrique y ^ x n diverge. 

3) La serie telescopique y*\ est convergente vers 1. 

/(/ + 1) 

i 

, pour tout / = 1,2,3, 



r 0>!) 

On remarque que : 1—1 1 



Donc 



* Sn ELi ia 



i(/ + 1 ) i 
1 _ 1 



+ 



(/ + 1 ) 

1 



+ 



1 



0+1) K2) 2(3) 3(4) 



“K . . . + 



1 



+ 



1 



(n — 1 )(/?) n{n + 1 ) 



( | \ ) + ( 2 3 ^ + ( 3 L + ' ‘ ' (« - 1 ) 



1 2 

Par conseauent, S„ = 1 e t 

/7+1 

S*. , , , = lim„-, 00 ‘S , n = lim„-,oo(l L~) = 1. 

,_l /(/ + 1) /7+1 

Theoreme: Si J^L u„ et 0 v„ convergent alorsX)* 0 (m« + v„) converge et : 

j£ I o( w « + v «) = + EL v «-" 

Pour tout c <e R, y ? Q converge et : 

E OO V“^ cc> 

n=0 Cw ” = C E„ = o Un ■ 



— -) + (— 
n J ' n 
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Theoreme: Si V." Q k, . converge alors lim„_ooW« = 0. 

On a S„ - S„. i = u„, lim„-«.S , „ = S, et donc lim = lini,,-^.??» - S„-\) = 0. 

La reciproque est fausse. 

Exemple: La serie y x . !_ diverge meme si lim,,-*» —L = o. 

"- 1 Jn Jn 

En effet, S„ = !_ 4 1 ' ' 



/r "n + + jjt^j + - j* 

> -L- +-i- + + J- +— I— > ~n~ 

Jn Jn Jn 



JTi Jn 
Donc S„ > Jn -*• oo, quand n 



Jn 



f . 

nor f'Anronnanr 






La contraposee du theoreme est aussi utilisee : 

Si lim 

«-►oo U„ * 0 alors Un diverge. 

Exemple : La serie P c diverge car lim^C ) = 4 - * 0 . 

" _u 3tr 4- 5« 3« 4 4-5«. 3 

Series a termes positifs et Tests de convergence. 



Deflnition. Une serie numerique lln est ^ t ermes positifs si 

V/7 g N, u n > 0. 

Proposition : Une serie numerique Q u n est a termes positifs est convergente 

si et seulement si la suite numerique S n = ui majoree. 

=>)evident. 

<=)La suite S* est croissante car - S n ~ i = > 0 et majoree donc converge. 

Theoreme : (Test d’integrale). 

Soit/une fonction continue, decroissante, positive sur I’intevalle [l,°o[, et u„ = f[n) 
Alors: 



La serie X^=o Un est convergente <=> L'integrale impropre \ *J{x)chc est convergente. 



On peut remplacer l’intervalle [l,oo[ par [«o,°o[. 

Exemple : 1) La serie harmonique ~n est divergente, la fonction/i>) = -L 
est continue, decroissante, positive, de plus L = Iim^»[In(x) - ln( 1 )] = oo. 



2) Pour P > 0 ,p * L J* = lim,-*» 

si 1 -p < 0 et diverge si 1 -p > 0. 

La fonction/[x) = —— est continue, decroissante, positive, si p > 0. 



t 



i -p 



X 



= lim 






i -p 



X~*’CO 



1 - P 1 - P 



converge 



On obtient le resultat suivant : 



La serie 




— ^ converge si p > 1 et diverge si o <P< 1. 
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Exemple I La serie E“ j -V converge car 2 > 1 . 

La serie , —L = , —p diverge car 0 < -y < 1 . 

" Jn n o t 2 

Theoreme : (Test de comparaison). 

Si 0 <u n < v n pour n > no ( a partir d'un certain rang no) 

Alors: 



a ) La serie Y "^ Q v* est convergente =>La serie YTf Q w * est convergente. 



b) La serie EL, «- est divergente =>La serie Yy* 0 est divergente. 



Exemple : La serie 

et V“° _L = ± Y’” -L diverae 
CL Z-j n =o 2 n 2 ^«=0 n U * VCI ^* 



2n 2 ~3 



est divergente car 



/7 



> 



v 2^? 2 - 3 ~ 2 >7 



> 0, 



Theoreme : (Test de comparaison limite). 

Si 0 < u n , 0 < v,„ lim„-.» pp- = /; 0 < / < oo. 

Alors: 




Exemple : La serie YZ- 



n — 5 



2n 3 -3 n 2 + 10 ’ 



lim 






«-►00 



2n 3 - 3 n 2 + 10 



= lim„. 



f 



►00 



2/7 2 



= 0, 



n - 5 



on ne peut pas conclure, on pose v n = — E_; 

2« 



lim /7 



2 / 7 3 - 3 / 7 2 + 10 



--♦oo 



1 



La serie ^ converge, , 2w3 _” 3/7 ? + , 0 converge. 



2/? 2 




Theoreme : (Test quotient). 

Si 0 < u„, et lirn„_co 11 " +x - p. 

u n 

Alors: 

a) Si p < 1, alors la serie y * Q u„ est convergente 



b) Si p > 1 , alors la serie EL> est divergente 



c) Si p — 1, on ne peut pas conclure. 
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in(\ +x) = x- ~ sur]-l,l[. 



C X 1 

De meme, Arctan(x ) = J 0 -- L ~ dt 

— —r = 1 - t 2 + +. . . . sur ]-l , I [ 

1 + 1 2 L 



On obtient : 



^4rctan(x) = x - 



sur ]-l, 1 [ 



Exemple I Le domaine de convergence de la serie y^_ 0 est ]-oo, 

v Yl m 

( verifier ). 



On pose /(x) = ^ ^-;./(0) = l,/(x) = - ZL 






m 



w=! m ! 



Par consequent,/(x) = e x = sur l - " 00 ’ 00 ^ 



e* = v 00 x^ 
^/2=0 ^ J 



— = 1 + X + ~T - + ~r + SUr]-co,oo[ 



2! 3! 



e x " = 1 — X 2 -f -—r - 


6 

X 


suri— oo, oo r 




3! 


• • J 5 L 



sin(x) = x 



3 5 7 

X 



X + X 



3! 5! 7! 



sur ]-oo ? oo[ 



2 4 6 

cos(x) = 1 - yy + yy - yy sur ]-oo,oo[ 



2 4 6 

cosh(x) = 1 + - + yy + yy sur ]-oo,oo[ 



sinh(x) = x + “ + "|y- + — sur ]-oo,oo[ . 



oo[ 

= j{x). 
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SERIES NUMERIQUES COMPLEXES 



Definition : Soit (z„) une suite numerique complexes infinie, la somme infinie : 

Zo + Z\ + Z3 + 

est appelee serie numerique de terme generale z n qu’on note : X, 1= o z «- 

Definition : La serie numerique X,to z " est dite convergente et X“o z " = 5 si 
la suite des sommes partielles ( S n ) converge vers S ( lim M -*oo5'n = S). Si la suite S„ 
est divergente alors la serie est dite divergente. 



Proposition: Si z„ = x„ + iy„ alors : 

La serie X^ :l z„converge La serie XX x " et s ® r * e XX^ n 

convergent. 

La serie XX*" est ’ a P artae r ® ede de s ^ r ‘ e XX z " • 

La serie XX ~ v " est la P artie ima g inaire de la s ^ rie XX z " • 



Exemple: La serie XX (Jf + *-£-) diverge car XX rj=- diverge. 

La serie XX (“V + *-£) converge car les series XX et 
convergent, 






Theoreme: Si XX z « et XX w « convergent alorsX„ =0 ( z « + w ") converge et : 

TZote* + w «) = XX z « + XX 

Pour tout c G C, XX cz » converge et : 

X--» 00 . . 00 

^Lin=0 C2n ~ C ^n= 0^ n * 



Theoreme: S 1 une seiie complexe QZ/jConvetge alois lim^j— .ooZ^ 0* 

Si lim„-*ocZ„ * 0 alors la serie complexe XX z " diver § e - 

Definition. Une serie XX z " est dite absolument convergente si la serie 

V 5 .|z„| = |z 0 | + |zi | + |z 2 | + |z 3 1 converge; |z„| est le module de z„. 

Proposition : Si une serie XX z " est dite absolument convergente alors elle 

est convergente. 

Theoreme : (Test de comparaison). 

Si \z„\ < v„ pour n > n 0 ( a partir d’un certain rang m). Alors: 

La serie XX v » est convergente =>La serie x: Q z n est absolumentconvergente. 

H U . 



Exemple : La serie X*, 



tzLi- est absolument convergente. 
2 n 1 
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car 



1 +/ 



2 n 2 

La serie Tl”. 



/ <ar>t nUc'Alim'kP 



00 



V2 



„=o O, .2 converge. 






car 



2 - 2 / 

1 



/7 2 — 2 i 



n 

~ 1-2 



2/7 2 ” "“" 7=u 2/7 
est absolument convergente, 

1 ^ 1 



< 



\n~ - 2/| V« 4 + 4 



£ „» 



Theoreme : (Test quotient). 



On considere une serie 0 z„, si lim„_*oo 



•^«+i 







Alors: 

a) Si p < 1 , alors la serie z » est absolument convergente 



b) Si p > 1, alors la serie X),to z " est diver g ente 



c) Si p = 1, on ne peut pas conclure. 



/30 . 9 A w 

Exemple : La serie y— est absolument convergente. 



car 



■Z’ /7+ 1 



n 



= |30 + 2;| 
77+1 



0. 



Series entieres complexes: 



Deflnition. On appelle serie entiere en (z — zo), une serie de la forme : 

EIo fl «( z ~ z °)" = a ° + a ' ( z " z °) + ^2(2 - zo) 2 + 

z,zo,ao,ai, , z 0 est appelee centre de la serie. 

La serie ]+=o a ”( z ~ z o)" est appelee Serie de Taylor. 

Si z 0 = 0, on obtient la serie entiere e: Q z n appelee serie de Maclaurin. 



rH 



Exemple : La serie Q en utilisant le test quotient, 



lim 



%n+ 1 



n-* co 



77 



= lim 



/7— >cjO 



yi\ 
z n ~ ] n\ 
n + 1 \z n 



= lim 






(/7+1) 



0, 



la serie converge abolument sur C. 



Theoreme (Rayon de convegence): 



La serie entiere 0 o„(z-z 0 )" converge absolument sur un disque 

de la forme : 

1 - lim 



a) ^z g C/ \z - zq\ < R.y , R = — 



lim,,- 



►CO 



Clu+\ 
Cl n 



/ 7 ->O 0 



Cl n 
G /H- 1 



b) z = zo; si R = 



lim 



77 -* t:. 



^ /'7+ 1 

G n 



= lim 



/7— ►CC» 



<7 



77 



Cl /j+ i 



= 0. 
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c) C; R 



lim„ 



-•00 



1 


- = 


Cl n 


(2/7+1 


Cl n+\ 


O n 







— GO. 



R est appele le rayon de convergence de la serie. 



(2 n)! 



Exemple : On considerela serie ZIo ~ 3/ )" 



R = lim 



«-> w 



C 2 



/7 



(?/7+l 



= lim 



/7-+OC 



(2/7)! (Q + l)!) 2 
(n!) 2 (2n + 2)! 



= lim 



/ 7-^00 



(« + 1 )!) 2 



{2n + 2)(2 n + 1 ) 



X 

4 ' 



Donc,. la serie converge absolument sur le disque ouvert de centre 3 i et de rayon 
et donc converge. 

On considere la serie - 5)' ! . La serie converge absolument 

^ 1 V2 

sur le disque ouvert de centre 5 et de rayon . (a verifier). 

Si j{£) = "«( z_z °)” = a ° + a\(z-zo) + a 2 (z-z 0 ) 2 + alors: 

a„ = -\f n) (zq): f ” 1 (z) la derivee n' hne de r. 

| £ f[ Z ) 

Si on remplace/'^Oo) par la formule/" } (zo) = j> - j-^-dz- on obtient; 



“■ - - X f 

c 



./(z) 



(z - zo) 



v*+l 



dz; 



C nimporte quelle courbe fermee simple entourant zo, et /(z) holomorphe 
sur l’interieur du contour C, 



Exemples : 





Arc tan(z) = Z* o 2« + 'f* 



(-1)" _ T _ Z 



„5 



= z 



■E 



7 



zl < 1 
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2/h-I 



sm(z) Z, !=0 ( 1 )" 2 ri + U Z 3! + 5! 



~ sur C 



cos(z) = EL(-J) 



2/7 2 4 o 

= ! _ 4^ + 4^ _ 4_ sur C 



2«! 



2! 4! 6! 



cosh(z) = e + n e 



-Z 



co z 



E co 

/ 7—0 



2n 



2 n\ 



- 1 + 



z , z , z_ 

2! T 4! 6! 



sur C 



sinh(z) = 



e z — e z 



E CO 

n= 



,2/H*l 



0 2n+\\ 



3 5 7 

= z + — h — h 

3! 5! 7! 



sur C 



Si on pose z = iy , >> e on a : 



►/> _ (^) /? 
£-^n — 0 77! 



En remarquant que : (z) 2/c = (— 1) A et (/) 2/i+i = (-1) A /, on a : 



,i y _ v^»co (0”(y) n _ ( 0*(y)* 

Z^ /2 =o w f 2L-ik=o 2k\ ' o 2*4-1! 



(-D*(y) 2+l * 



On obtient la formule d’Euler : 



= cos(y) + /sin(y). 



Series de Laurent et residus 



Les series de Laurent generalisent les series de Taylor pour developper 

en series entieres en temes de z - zo des fonctions/(z) qui presentent des singularites 

en zo . 



Exemple: /(z) = - CQ ^--- - est une fonction non definie en zo = 0. 

„ v — « ar, „ v rr2n J2 -4 

T « ( 1 \n Z _ j _ A {_ A 



La fonction cos(z) = 0 (--l) 



Si z ^ 0, On a /(z) = 



cos(z) 



2n\ 



z: 0 (-o” 



^2/7-1 

2/7» 

,2rt-l 



4! 



1 

z 



-3 

— -f 

2 4! 



pour tout z tel que |z| > 0, la serie Z*o est appelee la serie de Laurent 
de la fonction/(z) = . 



Defmition: Si la fonction /(z) n’est pas holomorphe au voisinage de z o, 
le pointzo est appele point singulier. 

S’il existe un disque de centre z o prive du point zo tel que la fonction est holomorphe, 
le pointzo est appele point singulier isole. 
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Deflnition: Une serie de la forme : 

+ EL 

est appelee serie de Laurent de centre z o- 

La serie T'" . , — est appelee la partie singuliere. 

Theoreme. Si. /(z) est une fonction holomorphe sur un domaine : 

D = -(z e C/ r i < |z - zo | < r 2 }■ 

D couronne ouverte ou anneau ouvert. Alors, la fonction /(z) admet 
un developpement unique en serie de Laurent de centre zo: 

A z ) = Y.^z-ztY + Z„ = i _ ~zqY > ’ 

Les coefficients a n et b n sont determines par : 

. fl^—r dz, bn = 9^7 | /(z)(z-Z 0 )" ' dz. 
c (z-z 0 )" +1 2ni J C 

C une courbe fermee entournant z o et orientee positivement dans D. 



a ” ~ 2ni f 



Defmition: S’il existe m tel que b m ± 0 tel que b„ = 0 pour tout n > m, 

zo est appele un pole d'ordre m. 

b m , bn}— 1 






+ sur D. 



(z-zo)w (z-zo)'" _i 
Si m = 1 , zo est appele un pole simple. 

S’il existe les b,„ sont infinis, on dit que z 0 est un point singulier essentiel. 

Ulustration 



Remarque : On peut aussi representery(z) par : 

A z ) = Z^=-oo a n(z~zo) n ,n = 0,±\,±2, 



Exemples : 

sin(z) 

1) Determiner la serie de Laurent de centre 0 de la fonction /(z) = — -j — . 



A z ) = 

_ i i 



,2 h+) 



,2)1-4 



— ) = y°° r_i )« 
(2/7+l)! ; ; (2n+l)! 



6z - 



+ 



l 



1 



120 5040 



z 2 . . . Izl > 0. 



2) Determiner la serie de Laurent de centre 0 de la fonction /(z) = z 1 e ' . 



On pose Z = -j-. 



(Z) 



n— 2 



1 



iX7\ = jlL = _J_ V ' 00 = V* - 

^ Z 2 n\ o /? f z 2 Z ' 2 ' 3\ 

J{z) = z 2 = z 2 + z+ y + y 7 + yy +••••; M > 0 



+ 4 + ± + JL + Zi + .. ;z *o. 



4! 



1 

3) Si jz| > 1, donner le developpement en series de Laurent de la fonction . 
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On a : 



Donc, 



-1 
z(\ - 



, et 



1 

z 



< 1 ; donc 



1 



1 



-1 



1 



z( i 



1 



) 



E 00 r_L\w+i 

/2=0 ' Z ' 



(1-t) 

1 1 1 



Z 00 ( l_\n 

n= O'- Z ' ' 



— * Izl > 1 



'Z* 

w 



4) Determiner le developpement en serie de Laurent de Ia fonction 



1 



3 4 

z J — Z^ 



de centre 0. 

'z* (l'- z) = ~Z* ^»=0 Z " = ^:=0 2 "” 3 = ~z* + ~z2 + \ + 1 + 2 + z2 - • • • 0 ’< l Z l < 1 • 

1 = L v°° r JL\«+i = 3 3 I .ui ^ i 

z 3 (l - z) z 3 ^ 2 ; z 4 z 5 z 6 1 

Defimtion. Si la fonction/(z) admet un developpement en serie de Laurent 
de centre z$: 

/W -£;>.(* + 

On a : 

6| - 2J/ fc /( -’ )A ' 

C une courbe fermee entournant zo et orientee positivement dans D. - 
Le coefficient b\ est appele ie residu de la fonction/(z) au point-z = zo, 
et on b\ = Re.v, = , a /(z). 

Exemples : 1 ) Integrer la fonction /(z) = S ' n L sur le cercle unite 

z 

C : x 2 -vy 2 = l,oriente positivement( le sens contraire de Faiguille d’une montre). 

/(z) = z^cv 00 r-n» t = v* f_n» * 2 "~ 3 

JK } “ > (2n+l)! ; > (2n+l)! 



_ 1 



1 + 2 



1 



6z 120 5040 



z 3 . . . |z| > 0. 



La fonctiony(z) a un pole d’ordre 3 au point 0, b\ = Rei' z =o/(z) = — ~ . 



Par consequent. 



t i 



sin(z) 



6 2ni j c 
| sin(z) 



dz, 



2) Integrer la fonction /(z) = 



C 7 

1 



4 



dz = - 



711 

3 * 



z 3 (l — z) 



sur le cercle : 



C : Izl = 



y 9 oriente positivement( le sens contraire de Laiguille d’une montre). 



1 = _±_ y' 00 7 n = V 00 7 n ~ 3 = 

z 3(l rr3 0 o~ 



£ 

1 



n 3 + ~4r- + + 1 + Z + Z“....0 < Izl < 1. 

z^ z z 



_ 1 



z 3 (l — z) 



Z 00 ( J_y*+1 = L 

n= 0 V Z ' „4 



J, 

Z“ 



1 



> 1 . 



La fonction /(z) deux points singliers 0,et 1 , 1 n’est pas entoure par C, 
b\ = Re s z ^)f{z) = 1. 

Par consequent. 



1 = —L I ! dz 

2ni J c z 3 (l - z) ’ 

4 t dz = 2 ni. 

j c z J (l -z) 

Calcul des residus: 

Poles simples : 
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l)Si la fonctio n /(z) admet un pole simple au point zp alors: 




2)Si la fonction /(z) = — admet un pole simple au point zp,/?(zo) =£ 0 alors: 




Exemple: 

/ Q #\ 

La fonction j\z) = —f admet un pole simple au point zq 

(z 3 4- z) 



z: 



Re s z =i + / ^ - lim z _>/(z - = Hm z _/(z-/) 

(z 3 4- z) (z 3 + z) 

On peut utiliser la deuxieme methode : 

(9 z -f- /) (9z 4- /) 



(9z 4- /) 



= 10L 

z(z 4- /)(z — /) -2 



Re .sw 



(9z -t- /) 

(z 3 + z) (z 3 + z)' L 3z 2 4- 1 _ 



z—i 



10 / 

-2 



= -5/. 



- 5 /. 



Poles d’ordre m : 

Si la fonction /(z) admet un pole d’ordre m au point zp alors: 



Re Sz=zaK z ) = 



i 



( m - 1 ) ! 



lim z - +zo [(z - z 0 ) m /(z)] ( "' 1} . 



[(z - z 0 )'7(z)] { '" 1 ; la derivee d’ordre m-1 de la fonction (z - zo)"|/(z). 

Exemple: 

N 50z) 

La fonction /(z) = — — as/ . ' — —y admet un pole d’odre 2 au point zp = 1 : 



(z + 4)(z- 1) 

Re*x-i- lim z .,[(z- l)V(z)] 

50z 



0) 



(z 4- 4 )(z — l) 2 
lim z _>i 



= 8 . 



L ( z + 4) J 

Iheoreme. Si/(z) est une fonction holomorphe sur un domaine D de frontiere 
C fermee ( D entoure par C) sauf sur un nombre fini de points zi,Z 2 ,Z 3 , ; ; ; ; „z k 
dans C. Alors, Pintegrale de la fonction la fonction/(z) sur C orientee 
positivement dans D. 




Exemple: Calculer Pintegrale de la fonction /(z) = -i- — sur C 

O - z) 

entourant 0, 1 ; 

Re s 2 =o . = -4, Re s z =,\ f ~ = 1 a verifier. 

z (z - 1 ) z(z - 1 ) 

Donc, 

f c 2 2 ~_ 3 f) dz = 2ni ^%i Re = 2ni(-4 + 1) = -67 r/. 
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Indications(Devoir). 

Exercice I. 1) a) y” .Le domaine de convergence ]-4,0[. 



b) V" . -^===r-.Le domaine de convergence f — ?-,ol 
Vn 4 + 1 L 3 J 

c ) i ~ — • Le domaine de convergence ]— 3 + rc , 3 + n [. 

d) ( z + Le centre de Ia serie z = - ni , le rayon JT. 



2 ) On peut supposer que y = a„x" est une solution sur son domaine de convergence. 
Doncj|/ = y n=1 na„x"~' = x y” p a„x n = y“ = 0 a„x' ,+l , par consequent : 

EL, «v' - EL,™,*"-' - EL,<w~'. ' 

ai + 2«2X + 3a 3 x 2 + 4a4X 4 ..+na /I x' ,_l +..= aox + a\x 2 + a 2 x 3 +. .+a„- 2 X n ~' +.. 



On obtient : a\ = 0,a 2 = 4-a 0 ;a 3 = 4-a,;a 4 = -j-a,...; 
on a : o„ = - 2 -a„_ 2 .Par recurence a 2 *+i = 0 ; a 2 k = ~ — - 

Suposons a 2 k = — — - 



a o.. 



2 K k'. 



ao, o 2 k+2 



2 k k\ 

1 a 2k = -Av, 1 ^ -rV-rrflo 



2k + 2 



1 



1 



2 (k+ 1) 2 k k'. 



Donc, y = a 0 22Z 



( X 2 \k 
v 2 J 



2 K 2(k+ \ ) k'. 



Cl o 



1 



2 KJr ' (k + 1)! 



a o 



*-o k'. 



= aoe 2 sur le domaine de convergence R. 

„2 



De plus, 7 ( 0 ) = aoe 0 = a 0 = 1 etdonc>’ = e 2 . 



Exercice II. 



On deveioppe la fonction — 

t , t ^/?=0 2«+I! 

1 f z Sin(r) ^ 1 r z V«« (-1)" t 2 n dt 



«> (-1)" j,2«+l 

0 2 o+ir _ y» (-1)” 

z_,„=e "* — 1 



[ z suvji = _L f z V ’ 00 

Jo t ,3 J 0 ^«= 



f 



=0 2n+l ! 



y* r ,2/r+l 1 Z 

0L (2/i+ 1)2/7+11 * Jq 



(- 1 )" 



2 ) 



sin(z) 



E oo 

«-O (2/7+ 1)2/7+!! 

J: d, 



2/7-2 



= _L r sin (Q _ i 

^3 J 0 



t 



313 



( z -f) 3 



zo = f. 



+ 



On pose Z z 4 » sin(z) — sin(Z+-|-) = sin(-|-)cos(Z) + cos(-|-)sin(Z) 
En developpant, cos(Z) et sin (Z) autour de 0; 



sin(z) 



J 2 



(■y 00 ±+ 172 « , y - 100 (- 1 )” 72«+! V n _ „ 

VZ-y, 7= 0 2 /z! ^ + ^/7=0 2/7+11 ^ K — OO. 



- S ^ n ( Z ) . _ ^2 /y«> (-1)" / n \1 n 

( Z _2L ) 3 2(z-^-) 3 '»=0 2«! 



5!5 



\2n ,y» (-!)” /„ jc \2«+l \ 

4 y ^//-O 2/7+1! 42 /■ 
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sin(z) = Ji , 1 

(*-f) 3 2 



( 2 - f) 3 



+ 



1 



( z -f)2 2 !(z-f) 



) 



l O- f) 

+ rr 1 — +. . 



3! 



4! 



b) z 2 sinh( l ) X)„ =0 (2«+ 1 ) \z 2n ~ 



r ~ z+ 6 F 



+ 



120z 3 



Exercice III. 



R 



co. 



a) f 



C 



cosh(z) ^ 

2 « O • 

— 3/z 



- 1. 



cos ^( . £ l - _g osll , (g _ ) p 5 j e s i m pie au pointz = 0 entoure par C, 
z 2 - 3/z z(z - 3/) 

pole simpie au point z = 3/ non entoure par C. 



Residus z =o = 



cosh(z) ”] 

_(z-3/)J. =0 3 



b) J 



2n 

0 



ae 



* 



C 



i \ 27r 



= 2 „- ( X) = 

Z^ — 3/Z 3 3 



J2 - cos (0) 



^/0 , x >-/0 

on a cos(6>) = — — ^ 



. on pose z = e' e . C : le cercle unite x 2 + y 2 = 1 . 

= -T ( z + 4") car 4" = e ~ W > dz = i e' e dG 



et donc = J0.En utilisant le changement de variables, on obtient : 

dz 

-i 



r2 n 

•'O 



/Z 

dd 



IZ 



J 2 - cos (6) 






dz 



c ~ 9~( Z + 'z") c 2 

dz 



(z 2 — 2j2 z + 1 ) 



= _2_| 

i 3 (*- 



c 



(z ,- 42 - l)(z- 42 + 1) ‘ 



Pole simpie au point z - - 1 + 44. entoure par C, car|-l + 44 | < 1 
Pole simpie au point z = 1 + 44 non entoure par C, car| 1 + 44 \ > 1 
„ (z - 72 + 1 ) 

Res z= ,_22 - (z _ _ i )(z _ 72 + 1) 

■ “ ( z _ 72 - 1 ) ~ 2 ’ 

* = - 2.(2 

(z — J2 — 1 ) (z — J2 + 1 ) J ^ 

Exercice VI, Determiner le developpement en serie de Fourier 

-1 - 2 < jc < 0 

1 0 < x < 2. 



Par consequent, —y | 



— 2 n. 



c 



de la fonction periodique: J{x) = 



fix) = -|-(sin(yx) + -J sin(4y*) + y sinC-^r) + y sm{4S- x ) +. 
En deduire la somme de la serie 1 -y+y-y+y- 



Jc = 0, ./(0) = 



1 -(- 1 ) 



Et donc 



_ , _ 4 n _i+I_l+i_ 

" 1 “ n ^ 3 5 7 9 ' 

,_L + _L__L + ±_ 

3 5 7 9 



) 



1 



JL 

4 
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SERIES DE FOURIER 



Quelques Rappels. 



Definition : Une fonction/(x) est dite periodique s’il existe p tel que: 
pour tout x e D/j{x + p) = /( x )> le plus petit p est appele periode 
de la fonction f Pour tout n g Z, f{x + np) =/(x). 

Exemples I La fonction J[x) = cos(nx) est periodique de periode 
n - 1,2 

La fonction f{x) = sm(nx) est periodique de periode 





Une fonction/(x) est dite impaire si/(-x) = —f[x) pour toutx g D/ . 

Une fonction//) est dite paire si/-x) = /x) pour tout x g D f . 

Proprietes (Rappels): 1) Pour tout a G r et/une fonction impaire integrable 

f J[x)dx = 0. 

J —<3 

2) Pour tout a g R et/une fonction paire integrable : 

\ a J{ x )dx = 2 \ C ' o J{x)dx. 

3) Pour tout n, p g N 9 



{{ ^cos(nx)cos(px)dx = 0 ,si n * p. 
j cos(f?x) cos(px)dx = 7i, si n = p, 

^sin(rix)s\n(px)dx = 0 , 5 / n p. 

J_ sin(mr) sin {px)dx = 7T,5/ n = p 
r 

cos(/tx) sin(/?x)<ic = 0. 

— 7T 

On peut utiliser les formules suivantes / suffit d’utiliser les formules de la forme : 
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cos(wc) sin (px) = ~ [cos((« + p)x) + cos ((n - p)x)]. 

r 

sin(>x)sin(px) = y [cos((« - p)x) - cos((n + p)x)}. 

Deflnition : On appelle serie de Fourier ou serie triginometrique une serie 
de la forme : 

ao + (a\ cos(x) + b\ sin(x)) +. . .+(<2„cos(rcx) + b n sin(nx)) + 

ao + (ci„cos(nx) + Z>„sin(«x)). 

ao,a\,bi a„,b„ des cofficients constants appeles les cofficients de Fourier. 

Si la serie ao + ( a « cos(hx) + b„ sin(wx)) converge vers/(x) alors 

A x + 2 n) = f{x), la serie de fourier est periodique de periode 2n. 

Si la serie «o + ( a n cos (nx) + b n sin(nx)) converge vers/(x); 

A x ) - °o + X)” =| (<?« cos (nx) + b n sin(nx)). 

Si on peut integrer terme a terme, on obtient : 

J jr /(x)flbc = | K aodx + z: i j_ /T c °s( nx )dx + b r , \ n sin (nx)dx) 

\*_ n A x )dx = 2nao + Z Z (o«0 + b„ 0) = 27r. 

\*_„A X ) cos(px)dx = «o cos(px)i& + X)" , («n J” cos(/?x) cos(nx)dx + 6;, J* cost>x)sin(ra:)£Zx). 

J_ /(x) cos(px)dx = na p . 

1 _ ff Xx) sin(px)u6c = j a 0 sinOx)rfe + Z" , (a„ J* sin(/?x) cos(wc)dx + b n f" sin(px) sin(«x)<&). 

/(x) sin(»x)cj!x = 7r6„. 

* — 7T ^ 

On peut alors les cofficients de Fourier par formules suivantes : 





ao “ i 1-^^ 




1 

a n = -^r J _/(x) cos(nx)t&, « = 1,2, 



1 

b n = -jf J A x ) sin(«x)£ic, n = 1,2, 



On peut developper des fonctions periodiques non continues en series de Fourier. 
Par exemple, determiner la serie de Fourier de la fonction periodique de periode 2 k. 

„ . j Isi — 7T < x < 0 

A x ) = < 

—1 si 0 < x < n 

V. 

La fonction n’est pas definie au pointx = 0, x = ±n. 



a ° = iDw* - = 7r' (/!,*+ /*-<&) - jL 

a » = j cos(nx)dx = -jf (J ^ cos(wc)dx + J* - cos(nx)dx) 

_ | J sin(«x) _l ° 

_ n M n 



{n - n) = 0. 



-7T L_ 



K 

sin(«x) 



) = 0, n = 1,2. 



b » = J^/(^)sin(nx)cir = ^(J%in(m:)aEc + J'-sin(n*)a6e) 

_ 1 J cos(ox) 

~ n M n 



—K *- 



COS(/7x) 



1 . cos(0) - cos(«(-7r)) 

V 77 



) = 0, w = 1,2, 



cos(ra) - cos(0) 



7T 



2^ 1- COS(/7 7r) 



7T v A2 ) 

Par consequent, b n = 0 si n est pair et b„ 

b< = f ,b 2 = 0,63 = 4 



2, 1- x 

k ^ n 

4 * . • • 

-pjjjr si n est impair : 



) 



64 = 0,65 = 



_ 4 



3 tc’~" 5 n ’ 

- 4 (sin W + + )• 
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. sin(3^) sin(5-^-) 

Six = -|-,on obtient 1 = ~ (sin(y) + ■ - ^ - — + — + ) =-=-(] + 



-1 



'b 



1 



+ - 



)- 



3 ' 5 

On a alors la valeur de la serie numerique : 

(-1)" _ „ . -1 



Z 00 

n= 



i 2n+ 1 



= (1 + 



+ 



1 

•5 



+ , 



) 



7T 

4 



Fonction paire et impaire. 

1) Si la fonction f est une fonction paire alors les fonctions/(x) sin(ra) sont impaires 

pour n = 1,2,3, , les fonctions//)cos(/x) sont paires pour n = 1,2,3, 

0 r* 

Par consequent, a n = J Q A X ) oos(nx)dx et b n = 0, /? = 1,2,3, 

/(x) = ao + X ™=1 <3«cos(«x). 

Si la fonction /est paire et periodique de periode 27T definie sur]0,7r[; les coefficients 
de Fouriers : 

ao = -T j*./(x)rfx 





/(x) cos(nx)dx, 



n = 




6« - 0 

2) Si la fonction / est une fonction impaire alors les fonctions/[x) sin(«x) sont paires 
pour n = 1,2,3, , les fonctions//) cos (nx) sont impaires pour n = 1,2,3, 

Par consequent, b n = JVW s i n ( OT )^ et £, ? = 0, n = 0,1,2, 3, 

/w = 6 « s i n (^). 

Si la fonction / est impaire et periodique de periode 2 k definie sur]0, 7 r[; les 
coefficients de Fouriers : 








/(x) s\n(nx)dx 




Exemples. 

Determiner la serie de Fourier de la fonction peroiodique de periode 2k, 
J[x) — x, —n < x < k. 

La fonction /(x) est impaire, donc a n = 0, n = 0, 1,2, , 

b n = J*xsin(rcx)<ix;, n = 1,2, 

Par partie, on a : 



_ 2 



h ” - 

b n = 



X COS(/7x) 



“i n 



+ 



I 



n COS (ttX) 



), « = 1 , 2 , 



o « 

-'O ° 

= 1)», n = 1,2, 

Ax) = (2sin(x) - 2 Sin(2x) + - 2 - Sil l (3x) - 



cos(wr) 



)• 



Determiner la serie de Fourier de la fonction paire, peroiodique de periode 2 n, 

A x ) = x, 0 < x < n. 

La fonction/(x) est paire, donc b„ = 0, n = 0, 1,2, , 



a o 
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Par partie, on a : 



O r 71 

a n — J xcos(nx)dx, n — 1,2, 



( 



xsin(m:) 



a 



w 



n 



(-r 

v J o 



n 

n sin(/7jc) 



7T 



Jo 



J 



n 



) = — ( 
' n v 



* sin(wx) 
o » 
cos(ra) 



/7 



), « = 1 , 2 ,.. 

r 

, n = 1 , 2 , 






2 f cos(wr) - 1 > 2 r (~l) n ~ 1 > „ = , ~ 

7T ^ n 2 ' K ^ n 2 n 

a n — 0 si n est paire, a„ = ( ~y ) si n est impair. 



„ , i -4 , , s cos(3x) cos(5x) N 

A*) = 2 n + ~k ( cos W + + — Js + )• 

Si x = 0,on obtient : 

0 - 1 



-4 

2 n + n 



1 



=4 (1 + ± + 1 



(l+ 9 + 25 + ■■ + T„+iy 



+. 



) 



-f* = 



71 



25 



+. ... 4 - 



1 



2L_ = ( 1 h — ! — | i 1- -f 

8 K 9 25 + 



(n + 1 ) 2 
1 



-H 



) 



~K 



)• 



(n + 1 ) 2 

Fonctions de periode 2L. 

Si f est une fontion de periodique de periode 2L, en utilisant le changement 
de variables v = f{x) = ao + 22^, (a n cos(-^x) + 6„sin(-~x)) 




Fonction paire et impaire. 

1) Si la fonction f est paire et periodique de periode 2 L definie sur]0,Z[; les 
coefficients de Fouriers : 

a ° = ~2L ^ X)dx 



a n = jr |>) cos( J J L x)dx, n = 1,2, 



| b„ = 0 

Si la fonction / est impaire et periodique de periode 2 n definie sur]0,7r[; les 
coefficients de Fouriers : 







G 

o 

II 

O 








0^ 

O 

II 

c 


n = 1,2, 




bn - | j 0 /(x) cos( n £ x)dx. n - 1,2, 



Exemples. 
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Determiner la serie de Fourier de la fonction peroiodique paire 
J[x) = x 2 , 0 < x < 1,L = 1. 

a 0 = jj 0 x>dx= j-, 
a n = f x 2 cos n — 1,2, 

•’O I 

Integration par partie, on obtient : a n = (-1)" - v - 

n L n z 

j{x) — y — -^(cos(7T.x) - cos(2 ux) + — cos(3/rx) . . ; 



Determiner la serie de Fourier de la fonction impaire, peroiodique 

J{x) = 1, 0 < x < 2, 

ao = 0,a„ = 0, 

A*) = ^(sin(yp-) + y sin(^|^) + -i- sin(-S^) +. 

En faisant un changement de variable, on obtient : 

A x ) = Zl( C « e ' >LV )- 




Identite de Parseval : 



2a 0 + , ( a n +tt) = -jf \ n _ n f(x)dx 



si A x ) — °o + Y” , (<3« cos(mr) + £>„ sin(nx)) et f* f(x)dx existe. 

'l i J —71 
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